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Die Thermodiffusion fiir ein bindres Gemisch von Gasen
aus rauhen Kugeln gleicher Massen und gleicher Durchmesser

Von E. TRUBENBACHER *

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Chemie (Otto-Hahn-Institut), Mainz
(Z. Naturforschg. 17 a, 539—549 [1962] ; eingegangen am 19. Januar 1962)

Die Borrzmans-Gleichung fiir das Modell der rauhen Kugeln wird in der Ndherung isotroper
Orientierung der Winkelgeschwindigkeiten der Molekiile unter Einfiihrung eines geeigneten Streu-
querschnitts formuliert und fiir diesen die Giiltigkeit der detailed-balance-Relation dargetan. Dann
wird an Hand dieses Streuquerschnitts und der allgemeinen formalen Theorie von Gasgemischen
aus anregbaren Molekiilen! der Thermodiffusionsfaktor eines bindren Gemischs von Gasen aus
rauhen Kugeln berechnet. Die dabei gewonnenen Formeln erlauben ohne besondere Miihe nebenbei
die Berechnung der Diffusionskonstanten des Gemischs und der Wiarmeleitfdahigkeit des einfachen
Gases und damit den Vergleich mit bekannten Ergebnissen. Fiir das spezielle Beispiel von D, mit
Spuren von HT wird der Thermodiffusionsfaktor numerisch berechnet. Er ergibt sich im Vergleich
zur Erfahrung 2 zwar im Vorzeichen richtig, aber im Absolutwert um einen Faktor 15 zu klein.

In dieser Arbeit soll die allgemeine formale Theo-
rie von Gasgemischen aus anregbaren Molekiilen !
angewandt werden auf die Berechnung der Thermo-
diffusion eines bindren Gemischs von Gasen aus
rauhen Kugeln nach Bryan ? und Piopuck 4. Im Zuge
dieser Rechnungen ergeben sich ohne Umweg auch
die bekannten Ausdriicke fiir Diffusion und Warme-
leitfahigkeit des einfachen Gases. Die letztere wird
allerdings in einer Naherung angegeben, die von
derjenigen bei Cumapman und Cowring® etwas ab-
weicht.

Es gilt zunachst, die bekannte Borrzmann-Glei-
chung fiir das Modell der rauhen Kugeln, s. Anm. 3,
S. 204, in der Naherung isotroper Orientierung der
Molekiile mit Hilfe eines geeigneten Streuquerschnitts
zu formulieren. Bei der folgenden Auswertung wird
gleich zu Beginn die Voraussetzung gleicher Massen
und Durchmesser der beiden Molekiilsorten einge-
fithrt. Dies geschieht, um die Rechnungen zu verein-
fachen und geniigt fiir den Vergleich mit den zur
Verfiigung stehenden Messungen 2. Dabei ergibt sich
der Wert des Thermodiffusionsfaktors dem Vorzei-
chen nach richtig, dem Betrag nach aber um den
Faktor 15 zu klein.

1. Boltzmann-Gleichung der rauhen Kugeln

Die Borrzmann-Gleichungen fiir ein binédres Ge-
misch zweier Gase aus rauhen Kugeln schreiben sich
bei Abwesenheit dulerer Krifte und Momente (s.

* Dissertation D 77, Mainz 1961.

! L. WaLpmany u. E. TriBensacmer, Z. Naturforschg. 17 a,
363 [1962], als I zitiert.

2 J. Scuirpewany, A. Kiemym u. L. Warpmany, Z. Naturforschg.
16 a, 133 [1961].

Anm. 3, S. 204)

a i a i 2 2 r g 3\

6{ i a{ =l;dii'f(/‘i fi —fif)g k dk de, dw,
(i=1,2) (L.1)

mit d;j=% (d;+d;), di=Durchmesser der Mole-
kile i, w, w, = Winkelgeschwindigkeiten der Mo-
lekiile, g = ¢, — ¢ = Relativgeschwindigkeit der Mit-
telpunkte der Molekiile vor dem Stof}, k= Stofivek-
tor = Einheitsvektor vom Mittelpunkt des Molekiils
mit den Geschwindigkeiten €;, W, zu dem des an-
dern. Sein Integrationsbereich ist gegeben durch die
Bedingung g-k = 0.

Die Verteilungsfunktion f;=f;(z, 7, ¢, w) jeder
Komponente (=1, 2) hédngt neben ¢, 7, € jetzt auch
ab von der Winkelgeschwindigkeit w. f/, f;” bedeu-
tet ausfithrlich f;(¢’,w’) bazw. f;(e,’, w,’), wobei
jetzt €', w" und e,’, w,’ fiir diejenigen GroBen vor
dem StoB stehen, die bei einem StoB mit dem StoB-
vektor — k nach dem Stof} zu den Werten €, w und
¢, w, fihren.

Wenn wir von jetzt an gleich die Voraussetzung
gleicher Massen m und gleicher Durchmesser d;=d
der Molekiile machen, dann konnen wir diese Gro-

Ben schreiben in der Form (Anm.?3, S. 200):
¢ =c +} (' g++"g kk—»kxv); (1.2)
c/=¢,-3(*g++x"g kk—xkxv); (1.3)
alsog'=¢,-¢'=xg—-»kxv—»"g kk; (1.4)

3 G. H. Bryay, Brit. Ass. Rep. 1894, S. 83.

4 F. B. Popuck, Proc. Roy. Soc., Lond. A 101, 101 [1922].

5 S. Cuapmax u. T. G. Cowring, The Mathematical Theory of
Non-Uniform Gases, University Press, Cambridge 1939,
S. 211.
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ferner w’ =w +{;(kxg+k-vk—-v); (1.5) Mitdiesen Abkiirzungen ist dann

w,=w,+5(kxg+kvk-v). (1.6) "i:= (2K, Ky)[ (Ko +K; Ky) 5
#"=(2Ko) /(Ko +K;Ky) ; (1.9)
Hierin bedeutet v =1 d(w +w,), hat also die Di- #=1—n"= (Ky— K K3)/ (Ko + K, Ky) ;

mension einer Geschwindigkeit. 7
Die Koeffizienten x, ", " und ¢; hingen mit den Li=#/(Kid) . (1.10)
Trigheitsmomenten @); der Molekiile zusammen. Es ~ Spéter wird die Beziehung benétigt
= (g+9g) k=0, (1.11)
Bi=4Sind) (=L% 05 654 (9) welche die Starrheit der Modellkugeln zum Ausdruck
und Ky =34 (K; +K,). (1.8)  bringt.

2. Isotropiendherung

Die Verteilungsfunktion in Gl. (1.1) héngt noch von Betrag und Orientierung der Winkelgeschwindig-
keit ab. Um zur Bovtzmasn-Gleichung in der Niherung isotroper Orientierung der Winkelgeschwindigkeit
zu gelangen, integrieren wir beide Seiten von Gl. (1.1) tber alle Richtungen von w. Dazu schreiben wir
W=w, wo w=|w/| und 2 ein Einheitsvektor in der Richtung von w ist. Ebenso schreiben wir
w; =w; £, . Dann entsteht

[ [P +...>d9=§ d2f (1 —fif)g K dk de, dw, dK . (2.1)
C V)

Nun ersetzen wir die urspriinglichen Verteilungsfunktionen f; niherungsweise durch Funktionen f; nur des
Betrags der Winkelgeschwindigkeit:
file,w) =~ [1/ (47 w?)] fi(e,w) . (2.2)

Dabei berticksichtigt der Nenner 4 7 w? die Richtungsentartung des Drehimpulses®. (2.2) in (2.1) ein-
gefiihrt, liefert:

w? w,

Auf der linken Seite aber kénnen wir jetzt die Integration iiber € sofort ausfiihren wegen der Unabhin-
gigkeit des Integranden von 2. Sie liefert einfach einen Faktor 4 .

Auf der rechten Seite kénnen wir die Integration iiber & nicht sofort ausfiihren, da hier der Integrand
iiber w’, w,” noch von £, £, abhiingt. Es bleibt

Giye Ty 2 f(ﬁ’Flzﬂ‘% —f,-f,-) gk dk de; dw, dR dQ, (2.3)
]

at or 472 w2 w,”

als Borrzmann-Gleichung der rauhen Kugeln in Isotropiendherung.

3. Streuquerschnitt

Die Gl. (2.3) 14t sich nun mit Hilfe eines Streuquerschnitts formulieren. Zu diesem Streuquerschnitt
fiir die rauhen Kugeln gelangen wir folgendermalien.

Wir schreiben den Stolloperator auf der rechten Seite von (1.1) in der Form:

[ [file*, w*) (e, wy*) (3.1)
—file,w) fi(ey, w,)1W;j(e e, ww, | c* e,* w* w,*) de,dw, de* de,* dw* dw,*

¢ Dieses f ist das Analogon zur Funktion f in I. Der obige Faktor 4 7 w? vertritt die Gewichte G;(J) aus I.
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mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion
Wi(ce,ww,|ec* e w' w,*) =d? f g-kd(c'—e")o(e,/ —e)o(w —w*)d(w, —w,*) dk.
g-k=0 (3.2)

Hierin sind die gesternten GroBen unabhingige Variable. Die Ausfiihrung der Integration iiber die (drei-
dimensionalen) é—Funktionen in (3.1) liefert offensichtlich die rechte Seite von (1.1). Die Einfiihrung
der Funktionen f; geméiB (2.2) an Stelle von f; in (3.1) fihrt auf die Gleichung

Shew +...= M,_ f Fiter, w*) Fitest,wi') e, —Tile,w) ey w) (3.3)

- Wijde, dw, de* de,* w*? dw* w,*? dw,* d2 d2, dQ*de, *.
Mit der neuen Wahrscheinlichkeitsfunktion

Wi(ee, ww,|e*e,* w* w,*) =[1/(47)2] w*2w,*2 [ W AR AR, dQ* dQ,*, (3.4)

welche nur noch die Betrdge der Winkelgeschwindigkeiten enthilt, kénnen wir die Bovrrzmann-Gleichung
der Isotropiendherung schreiben als

CIRER—, f [7 i . S /]] W, de, dw, de* dey* dw* dw,*. (3.5)
7

w*2 w,*

Nun verlangen Impuls- und Energiesatz, daB W;; von folgender Form ist, mit einer zunichst unbekann-
ten Funktion 7;;(%, g w, w;, w*, w,*) [y =Streuwinkel = < (g,g"), g=/g!]

Wij=0(es—es™) 6(g** —go?) 1ij (2, g w, wy, w*, wy") . (3.6)
Hierin ist g*=|g*|; g*=¢,*—¢*, und die Schwerpunktsgeschwindigkeiten €5, €s* sind in unserem
Fall gleicher Massen gegeben durch
cs=4(C+¢); cs*=4(c"+¢%) .
SchlieBlich ist :
8° =8+ (Oi/myreq) (w? — w™?) + (Oj/mreq) (wy —wy*?) = g%+ (2 Oy/m) (w? —w*?) + (2 Oj/m) (wy® —wy*?).

(Natiirlich konnte man die Form (3.6) auch direkt aus (3.2) finden.)
Auf Grund der allgemeinen Eigenschaft der 6-Funktion

[ @) d(a*~a?) dz= 3 f(a) (3.7)
0

konnen wir (3.6) nach 7;; auflosen: ;= fﬁﬁ deg®-2 g* dg*, woraus sich auf Grund von (3.4) ergibt
[ (4] w2 [ gk 8(g’ — g*)o (W —w*) S(w, —w,*) -2 g* dg* dke AR AR, AQ* AR * .
(3.8)
Hierbei wurde 6 (¢’ — €*) - (e, — ¢,*) de de, ersetzt durch d(€s—es*) 0(g —g*) des* dg*  und  die
Integration iiber €s* ausgefiihrt.
Setzen wir also das l_Vﬂ aus (3.6) in (3.5) ein, so entsteht nach Ausfithrung der Integration iiber die
beiden ¢-Funktionen in W;; [wieder mit Hilfe von (3.7)]:

3f
8; e = Z]f

E(Cs—}- t g e, w*)?i(c —ige 9w1’) n wl fz(c w) fJ(anl) (3.9)
* g0 75 dey dwy dw” dw,* de*.

Dabei hat man sich €*, €,* in (3.5) durch €s*, g* ausgedriickt zu denken:

¢’ =cs"—3g"; ¢t =cs"+1g%, (3.10)

und g* wurde zerlegt in Betrag und Einheitsvektor der Richtung g*=g" e*.
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Es ist de*de,* =des*dg*  und  dg® =g*2 dg* de”.

Jetzt vergleichen wir (3.7) mit der Borrzmann-Gleichung, wie sie mit Hilfe des Streuquerschnitts
0 (% g w, wy ,w", wy*) zu formulieren ist [Gl. I (1.2) 7, wo an die Stelle der inneren Quantenzahlen
J, 1., 1', ], die kontinuierlichen Gréflen w, w, , w*, w,* treten, also auch eine Integration iiber w, , w*, w,*
statt der Summation iiber /', J;, J,]:

fi $ i * %\ § * * 2 w,? ra I
aaf; aam = F / [fi(cs+~1§goe sw”) fi(€s— L go €, wy") w“.)gz‘,,_, —fi(e,w) fi(ey,wy) (3.11)
f=1 1
'Oi]'(w’ Wi, w*q wl*) g de’ dcl dwl dw* dwl’
und finden 0ii (%> & w, wy , w*, wy*) =4(go/8) 7ij (2, & w, wy , w*, we*). (3.12)

Indem wir 7;; aus (3.8) einsetzen und folgende Funktion V;; einfithren
Vi(E;e,w, w,|e*, w*, w,") (3.13)
= [/ (47)2] g gouww w?w,*2 [ g-k (g’ —g”) d(w —w*) d(w, —w,*) dk g* dg*,

wobei wir uns iiberdies auch noch g durch die Energie I ersetzt denken gemal

tmreq 8 =E—10;w* — 10, w,? (3.14)

also auch Imreq g2 =E —30; w*? —10; w,*?, (3.15)
gelangen wir schliefilich zu

0ij (1> & wywy , w*, wy*) = [1/ (g w?w,?)] [ V;; dQ AL, dQ*dQ; *. (3.16)

Dabei wurde folgende Zerlegung der Funktion ¢ (2w’ —w*) benutzt, vgl. (3.7),
O(w' — w*) = (2/w*) 6 (w2 —w*?) §(Q' — Q*), (3.17)
wobei 0 (£’ — &%) eine O-Funktion auf der Einheitskugel bedeutet.

Im Argument von o;; konnen wir schreiben y statt e, €, da nach der Integration ja keine Raumrich-
tung mehr ausgezeichnet ist, die Abhéngigkeit von e, e* also nur noch iiber e-e" = cos y maoglich ist.

Das V;; ist gewissermallen ein Streuquerschnitt, der noch von der Orientierung der Winkelgeschwindig-
keiten abhéngt, und als solcher das Analogon des Streuamplitudenquadrats der Wellenmechanik.

4. Die Relation der “detailed balance”

Fiir unseren Streuquerschnitt (3.15) wollen wir noch die Giiltigkeit der sog. ,detailed-balance-Relation
[vgl. I (1.7)] dartun. Zu diesem Zweck betrachten wir den zu dem Stof} (das k unter dem Pfeil soll den
Stoflvektor angeben)

g, w,w, Tg.’ w*, w,*
zeitumgekehrten Stof3 -g5 —w, —w,* - —-¢g, —w, —w,. (4.1)
Dieser existiert immer, im Gegensatz zum inversen Stof}
g w,w* g, w, w,, (4.2)

den es nur in wenigen speziellen Fallen gibt, bei den rauhen Kugeln z. B. nicht.

Wir untersuchen die Funktion V;; fiir den zeitumgekehrten Stol. Wir miissen beachten, daf} in (3.12)
g, w, w, gemilB (1.4) bis (1.6) als Funktionen von g, w, w, einzusetzen sind. Wir schreiben daher

7 GI.1 (1.2) soll bedeuten Gl. (1.2) aus I.
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ausfiihrlich
Vi(E; —e*, —w*, —w,*| —e, —w, —w,) = (4‘1;2 g gow? w w*?w,*? (4.3)
[ —ge*kd(g (—gy e, —w*, —w,*) +g*e) d(w +w)d(w, +w,) g*dg* dk,
wobei zu w’, w,” dieselben Argumente zu denken sind, wie sie bei g’ angefiihrt sind. Bei der Zeitumkehr
geht namlich nach (3.14), (3.15) g in g, und gy in g iiber, also g=ge in —g,e* und g*=g*e* in
Denken wir uns nun fir e*, w*, w;* Werte emgesetzt die fiir feste e, w, w1 mit den aus (1.4) bis
(1.6) fiir ein bestimmtes k heredmeten e, w’, w, iibereinstimmen, so ist in diesem Fall nach (1.11)

~ge*"k=—-g"k=g'k und ¢g'(-ge*, —w*, —w*;k)=—-g,
woy (—goet, —w*, —w,*; k) = —w,
auf Grund der Bedeutung der Funktionen g’, w’(;) und der Zeitumkehrbarkeit. Fiir diesen Wert Kk sind die
J-Funktionen in (3.13) und (4.3) also gleich und da fiir alle anderen Werte von k die Integranden in
(3.13) und (4.3) verschwinden, haben wir in diesem Fall Gleichheit der beiden V;; aus (3.13) und (4.3).
Fiir alle Werte von e*, w*, w,*, die nicht mit einem gestrichenen Wertsystem nach (1.4) bis (1.6) iiber-

einstimmen, verschwindet V;; fiir den direkten wie auch den zeitumgekehrten StoB, so daf} wir also gefun-

den haben:
Vi(E; —e*, —w*, —w* | —e, —w, —w,) =V;(E; e,w, w,|e*, w*, w,*), (4.4)

woraus auf Grund von (3.16) sofort fiir o;; folgt

2

* » . * * _ 2. * *
w 2wl 2g02 aii(X!g:w s Wy !wywl) =w w12g Gii(x,g,W,wlgw s Wy )- (4‘5)

Dies ist die ,,detailed-balance-Relation® im Fall kontinuierlicher Werte des Drehimpulses, das Analogon zu
I (1.7).

5. Berechnung der Matrixelemente

Bei der expliziten Berechnung der fiir die Thermodiffusion nach I ( 13.6). und I (13.3) benétigten Ma-

trixelemente konnen wir uns beschranken auf
’ . ’ . ’r . ’ N s . ’ = ’ . ’ y S
500005 @ij10105 510105 Forols  @gjorols  @%ij10005 Fgioio0s 10015 Fjioor-  (5.1)
Die iibrigen sind dann bekannt auf Grund der Symmetrierelationen I (12.13) und (12.15):

’ ’ ’ ’ ’ 7
Q50010 = 2510005 @5 0001 = %501005 450110 = @ij10015

7’ _ ’ . r7 _ ’ . rz _ ’ . &4 _ ’ .
@i50000 = — @35 00005 @i50100 = — @i 01005 @ij1000 = — @ij10005 40010 = — @ij 10005 (5.2)
77’ ’ rs P & 4
Q50001 = — @i 01005 %0110 = — %1001 -
r”
Die Antlsymmetne @:70010 = — @3 10 00 ist eine Folge der Annahme gleicher Massen. Zunichst gilt nur a;50010

= —aﬂ 1000. Da aber die Trigheitsmomente in aﬂ 1000 symmetrisch eingehen, die unsymmetnsdx eingehenden
Massen m;, m; aber gleich sind, konnen wir bei diesem Matrixelement die Indizes ij vertauschen.

In unserem Fall kontinuierlicher Werte des Drehimpulses ist

E;(J) = E;i(w) =30; w?, (5.3)
so daB wir fiir den Anteil n; G;(J) exp{ —E;(J)/kT} in F; aus I (1.4) erhalten
ni-4 nw? (%ifn)" exp{ —%w?} dw mit ¥=0;/(2kT). (5.4)

Dabei ist der Normierungsfaktor I (3.3) gleich explizit ausgerechnet.
Damit wird [vgl. I (3.5a)] ‘ Ei=E=3%kT (5.5)
und nach I (3.5b) [EZ— (E5)?]/ (kT)2= (1/k) (dE;/dT) = (5.6)
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Die orthogonalen Polynome P;[E;(J)/kT] aus I (9.1) werden in unserem Fall Polynome in
[0i/(2kT)] w?=2;w?; speziell ist
PO=1; PM=3_0w. (5.7)

Setzen wir nun in die Definitionen I (12.1) und I (12.2) unseren Streuquerschnitt (3.16) ein, so erhal-
ten wir gemidB I (12.9) nach Ausfiihrung der Integrationen iiber die 6-Funktionen schlieBlich

ai’jrrsq= (d?/n8) B° 9 0:'%' f exp{ —B(C?+Cy?) — Dy w? -9 w12} gk (5.8)
gk=0
PP (9;w?) S, (B C?) Cy [PiD ($;w?) S¥,(BC?) Cu—Pi@ (9;w'?) SY,(FC") C]
‘w? w2 dw dw, dRdL, dk de de, ,

wobei wir gegeniiber I die Bedeutung von f§ abgeindert habenin fB=m/(2kT) .

entsteht aus (5.8), indem man die eckige Klammer unter dem Integral ersetzt durch

[P, (By0,) SH(BCs?) Cuu—Pi@ (B;,2) SUBCL™) CL] - (59)

7
Qijrspq

Die Rechnungen sind alle elementar und ohne Vernachldssigungen durchfithrbar, wenn auch umfang-
reich. Es soll daher ihr Verlauf zusammen mit einigen Zwischenergebnissen gerade soweit angegeben wer-
den, dal} sie sich ohne weiteres verfolgen lassen.

Zunichst ersetzt man die Integrationsvariablen C, C; durch die Schwerpunktsgeschwindigkeit G, und
Relativgeschwindigkeit g:
C=Gy+ig; C'=Gy+igs C;=Gy-1g; C/=Go-1ig";

dCdC,=dGydg; P(CP+C2)=2pGE+ b g,

Wir schreiben zur Abkiirzung
Hij o= Pi® (9;w?) S9,( C?) Cu[PiD (35 w?) SY,(B C?) Cu—Pi@ (9;w%) SY,(BC*) C,] .

und H;

iirpsq TUr den entsprechenden Ausdruck im Matrixelement @;jyps,- Ferner lassen wir Terme, die zu
den Integralen keinen Beitrag leisten, gleich fort und deuten dies durch das Zeichen £ an.

Dazu gehoren die in G, ungeraden Glieder wie auch solche, die von w, w,; nur abhingen iiber P;(V) (&; w?)
bzw. P;)(9;w,2), wegen
f e %% P (9 w?) w2 dw=0.

Dann bekommen wir, geordnet nach Potenzen von f und Gy:
Hio000 2 }(g2—9°9);
Hjee —BliG2(g2—g-g) + +(Go g)2— 1 (Gy'9) (Gy'g) + 1582 (82— g'9) ]+ §(g2—9°9);
Hij0102 PGl (3g*— 182 - 19°9) + $G*(Gy g)%— 162(Gy'g')? —2 G2 (Gy'g) (Gy'g")
+GR (gt — 158282~ 158299 — %55°9°9) + (G 92 Gg2— 587
—(Gy'9) (Gy'g) g2+ 482+ 19°9) — £ (Gy'g)2 g + g — v58° &2 9°9']
—3BlG2 (1 -187-19°'9) + 3 (Gyg)® — (Gy'9) (Gy'g) — 1 (Go'g')?
+igt-%89'9 - %£%991+% (-99);
Hiji010 2 B[4 Gt (— 82+ 9°9) — $ G2 (Gy'g)%— 1 G?(Gy g2 +2 Gy (Gog) (Goy'g')
+GP(— gt — 5828+ %899+ +%8%9'9)— (G g) g
+(Gy'9)2 382— 482 + (Gy'9) (Gy'g) (38 +148%-19'9) —d18"+ ¢:8°8°9°9']
— 381162 (—g2—g%+29'9") — 3 (Gy'9)%+ (Gy'g) (Gy'g) — 3 (G g')?
—$gt+ %5899+ %&%9'91 % (-99);
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Hjijon 2 (;w?-3)[B(G*+G2 (182 +9°9) + 1 (Gy9)2+1(Gy'g) (Gyg) +15829°9")
3G+ 19°9)];
Hijvoon 2 (w2~ 3)[B(GC*+ G2 (182—G'9) + 1 (Go'9)2— 1 (Gy'g) (Go'g) — 58°9°9)

—3(G’-1g'9)1;
Hi0100 2 0;

Hijpnon2 (%w?— )2 (G?+ 1 8%) — (hiw?—3) (Diw?— %) (G2 + 19°9);
Hijno 2 (%iw*—3) (9w, ?~3) (-6 +19°9);

Wir kiimmern uns vorldufig nicht um die Faktoren vor dem Integral in (5.8), schreiben also nur die, die
bei der GO-Integration entstehen. Diese macht aus

Hjj 0000 ~ 8/3 26(82 g99);
Hinw 575/ 55 [B(-g'+69°9'+5(~gg)];

H5j1010—>3;ﬂ]/2ﬂﬂ'[1§gz+ Bg2-2pg-g
+1B(s*+589°9 +55°9°9' 768" -4(9°-9)) +1 (6 -8579°9)];
Hiiw—> g5 ) 55 [-208+ #6°+ %99
+1B8(21g*-55°9g°9 —-5579°9 -78%8%-4(9°9)?
+iP (- +88%9°9)];
Hioo > o |/ 5 0= 1) (P99 +5 B¢ ~549°9'~15);

Hij1901 — 3;/92 ]/Tﬂﬂ (w2 —3) (- 8299 +588*+589:9' —15);

H£i0101—>§%§ V% [(Piw?— §)2(—Pfg2+3) — (Fhw?—3) (Hiw2-3)(Bg g +3)];
Hifmon 5% |/ 55 Ot = D (0= 1) (Bg-g'~3).
Es bleiben nun noch Integrale zu berechnen von der Form
J(F) =a~8 g3 99 | exp(— b g9, w12) Fg-kuww?dwdw, dQ dR, dk dg,
wo F fiir eine der folgenden 28 Funktionen steht:
1; gz' £%9°9;84 gzg'2; 8£9'9:8%°9'9; (9985 86%°9 9
w?; w?; wy?; g2 w?; g2w?; gw,% g-giu? g-g'w? gogw 2299w g2g-g w'?

wh; wiw'?; wiw,?; 2wt g g wiw'?; g g ww

Wir legen das Koordinatensystem so, daBl g in sofort

die Richtung der z-Achse (Polarachse) fillt. Dann  j(1) = 8z p3; J(w?) = 127 39,71,
ergibt sich wegen (vgl. die Skizzen auf S.546) J(g®) = 32ap% J(w*) = 307 B892
fg-kdk:fgcosﬁsinﬁdﬁdqo J(g%) = 1922 8; J(g2w?) = 4872971,

(09 L /2)) J(g% =1536n; J(g2w*) =1207 p2 9,7 2.
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Etwas umsténdlicher ist dann aber schon z. B. die
Rechnung fiir F = g2 Sie soll als Beispiel fiir alle
tibrigen etwas ausfiihrlicher stehen.

Nach (1.4) ist
g’2 — 52 gz 2t (x"2 — 9% Z”) (g.k)2
—2x4' g (kxv) +%2(kxv)2.
Hiervon liefert der vorletzte Term, da ungerade, in
w, w, keinen Beitrag. Fiir (g-Kk)? erhalten wir
J((g-k)?)=J(g?cos*I) =167 %
Ferner ist
(kxv)?=id?[(kxw)®+ (kxw,)?
+2(kxw) (kxw,)],

worin das letzte Glied wiederum keinen Beitrag lie-
fert. Auf g als Polarachse bezogen, schreiben wir

siny cose
w=w sinn sine
cos 7y

und bekommen (k< w)2=w?— (k-w)?
mit

(k-w)? =w?[sin ) sin 7 cos (@ — &) +cos ¥ cos 17]2.

Ferner

E. TRUBENBACHER

Daraus berechnet sich
J((kw)?)=4apd!
und daher natiirlich auch
J((kw,)?) =4 f 0,7,
so da} wir mit Hilfe unseres fritheren Ergebnisses
fir J (w?), J(w42) erhalten
J((Jexv)?) =2ad? F(9,71+ 9570,
also schlieflich
J(g?) =2ap[8(x2+1) + (7 1+9;71) d2x2].

Dabei ist der einfachere Ausdruck »*+1 gewonnen
aus 2#2— 2% %"+ %2 auf Grund der Definitionen
(1.9) von x, %', #”. Aus dem J(g'?) gewinnt man

sofort

g2 g?)=8ap[12(x2+1) +B(D: 1 +9;,71)d2 2]

auf Grund der Bemerkung, vgl. die Definition von
J(F):

J(g2F) = —2 aaﬂ

Ebenso ist J(w?F) = — ~:%j (97" 1(F)] .

AP IR)] .

In derselben Weise findet man nun
J(g-g)=—-16ap*
und daraus J(g2g'g’) = —96afx;
J(wig-g)=—24np2%

J((g-g)?)=2aB[32(—3%+x"2) + (D1 +9;7) d®%?];

1(g2g-g) =47 B[8(28 — 2+ —2) + B(I14+0;71) d2x2 (2%~ 1)];

aus letzterem:
Ferner

also sofort auch

J(g2g29°9) =8a[32(2:3—s2+2%—2) +3 () 1+ 9;71)d2#2(22—1)].
J(w?) =278+ B((6-4di+d?{P) &7 +d* (P 9;7)];s
J(w?) =282+ f(d2 L2071+ (6—4d{;+d2 () 9;71)]

und daraus wiederum durch Differenzieren nach f, 9;:
J(g*w'?) =8aB[12{2+B((6—-4di+d?LP) 91+ d2 L2975
J (2w ®) =8aB[122+B(d2 {20+ (6-4d i+ d* () 9;7)];
J(w?w®) = 29724 {2+ B(5(6—4d 5+ d? () i1 +3d2 L2971
Jw?w®) =a 29 124 2+ (B d> 291 +3(6-4d +d> (7)) 97Y)] .

Ferner:

J(g'g'w'2) =8ﬂﬂ[4ci2(3%—%”) +ﬂ((—3+3d§1—d2€,2) ?9-;—1—({2&‘1:219]'_1) %l]:

J(G-g w2 =8aBlal2Bx—x") +(—d2 {2014+ (=3+3dL—d2 L2071 #];
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und daraus schlieBlich durch Differenzieren
I g g) =16a[16 52 (3% —#") +3f((=3+3d L~ L) 9,7 —d* L2 9,7 ) 2]
J(g2w2g-g)=16a[16{2(B3x—%") +3B(~d>L2 1+ (=3 +3d{;—d2(2) 97 )]
Jwiw2g-g)=4ap9 1 [12L2(B%x—x") +B(5(—3+3d;—d2(?) 971 -3d2L29;7Y)#];
Jww2g-g)=4aB9 12028 x—%") +f(-5d2L2 971 +3(—3+3dL;—d2LR) 9,7 1)#].

Damit sind die angegebenen Integraltypen alle berechnet und wir konnen daraus unsere Matrixelemente
zusammenbauen. Man bekommt nach ziemlicher Rechenarbeit schlielich:

@jo000 = V2B d*(3—%); afi1000=—1V2aBd*(3—%); @ijo100 =03
Gion=—15 V2AB BB +22:2419%-167);  ajon =15 V2aB E(8%3—3022+51 x—83);

ajjioo= 3zV2ap(fd) (1—x)2%(4x+3); @i =—7zV2aB (Bd*9;) (1 —=)% (4%x—T);
Gioron= & V2aBd[12(3—x) +12dLix+d2L2(1—4%)]; afoo=—4V2aBdiEiLi(T—4x%).
Aus diesen expliziten Formeln 14t sich erkennen, daf} trotz des extremen Modells, das die rauhen Kugeln

darstellen, die Diagonalelemente r=s, p = ¢ fiir die zuldssigen Werte von %, {;. {; (K; ist auf den Bereich
von 0 bis 2/3 beschrinkt) die anderen Matrixelemente dem Betrag nach doch meist betrichtlich iibertreffen.

6. Berechnung des Thermodiffusionsfaktors fiir das bindare Gemisch

Nach I (13.6) brauchen wir fiir die Kenntnis von a;, die GroBen 4;.19 und A4;.¢; . Da in unserem speziel-
len Fall aber a';; 0001 und a”jjo001 verschwinden, geniigt es 4.1y und A>.19 auszurechnen. Das zugehorige
Gleichungssystem lautet nach I (13.3) :

i=1: (71a1;1010% 72 @121010) A1;10+ V2 6121010 A2;10= 22 3 (6.1)
i=2: yya310104110+ (71 8511010 + V2 82:1010) A2;10= 3E . (6.2)
Dabei ist abgekiirzt a;i 1010 + ai,illo 10 = @i; 1010 (i = ]., 2) .

Die Determinante des Systems (6.1), (6.2), etwa Dety,, schreiben wir in der Form

2(%) +Q(#1) Qo) —Po? (%) 1 + Py (%) [11* Q%)) +7° Q ()1} . (6.3)

Hierin bedeutet, mit den K; aus (1.7),

1-K, . PR . T = K+K—2K, K,
]._'_K1 ’ 2 TR

Hy=#%p=

- H=No=2%
1+K, ’ 27T R 4 K+2 K, K,

und P, P,, Q die Polynome P,(z)=—82%-222>—-192+167;

Py(z) = —823+3022—51z+ 83;

Q(z) = —52224 322+ 84 —P,—P,.
Fir A;.19 bekommen wir

Al'lO'_ 60 71 Pl(x)+y2[P2(x) +Q(7€2)] (6.4')
' dz )2 7!,3 Py(#) [712 Q (#1) +752 Q (#¢2) 1 +71 72[P12 (%) +Q (31) Q (33) —Pp*( ")]

und flll‘ Ag;m

- 60 71[Ps (%) +Q (%) 1 +72 P1 (%) . (6.5)
’ d? V277!7§ Py (%) [71% Q(#y) +7:2 Q(3¢2) 1 +7172[P1* (%) +Q (3¢1) Q(2¢5) —P2*(%)]
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Diese Ausdriicke sind immer noch reichlich kom-
pliziert. Da die entsprechenden Messungen aber
ohnehin mit einem ,tracer“-Gas ausgefiihrt wur-
den 2, was heifit, daf} die eine Komponente nur in
verschwindender Konzentration vorhanden ist, be-
gniigen wir uns mit den Endwerten, setzen also etwa

ri=1; 72=0.
_60 1
Ey2ap Q)
L i — 60 Py (#) +Q () .
- 2VY2ap Py (%) Q(3y)

Dann wird  A4y.q0= g (6.6)

(6.7)

Mit diesen beiden Ausdriicken gehen wir in I (13.6)
ein und bekommen

a0 =10 3—% Q(#) —Q(%) .
Q () Py(%)

Fiir kleine Unterschiede 4K, = K, — K, ergibt sich.
wenn wir an Stelle von K, kurz K schreiben:

_ (+K) (A+2K) (12—136 K)
(32+136 K) (1184228 K+218 K2+172 K3)
(6.9}

(6.8)

o= —10

Abb. 1. Thermeodiffusionsfaktor a,, der rauhen Kugeln fiir

kleinen Unterschied der Trigheitsmomente. 4K;,=K,—K,,

wo K; =~ K, die reduzierten Trigheitsmomente der Kompo-
nenten 1, 2 sind [s. GL. (1.7)].

Es sei daran erinnert, dafl negatives a;, bedeutet.
daf} die Komponente 1 in Richtung des Temperatur-
gradienten sich bewegt 8.

7. Beispiel D, mit Spuren von HT

Bezeichnen wir den Kernabstand eines zweiatomi-
gen Molekiils mit o, die Massen der Kerne mit m,
und my, so ist das Tridgheitsmoment solch eines

8 Siehe z. B. L. WarLomany in Fricce’s Handbuch d. Physik,
Springer-Verlag, Berlin 1958, Bd. XII, S. 413, Gl. (59.6),
wo a steht fiir unser a,, .

E. TRUBENBACHER

hantelformigen Gebildes

O = [my my/ (my +my)] 0% (7.1)
~ o !
r;, S=Schwerpunkt ‘mz
Daraus folgt fiir K= [4 @/ (m d?)]:
K = [ (4 my mg)/ (my+my)?] (3/d?).  (7.2)

Wir nehmen fiir D, und H T gleichen Kernabstand o

und Durchmesser d; damit ist also

KHT) =K, =} (6*/d?) ,

und K(D,) =K, =d%/d>.
Nun ist d(H,) =2.474; o(H,) =0.74A;
also  02/d*>=0,09 und K,;=0,068; K,=10.090.

Das ergibt 2%;=0.,873; %=0.,859;

und daher nach (6.8)

ayp = —1,9-1073, (7.3)

Dieses Ergebnis liegt aber nun in der Tat um den
Faktor 15 unter den entsprechenden Messungen. die
%= —2.8:1072 lieferten 2. Die Komponente mit
dem kleineren Tragheitsmoment bevorzugt also den
wérmeren Bereich.

8. Warmeleitfiahigkeit und Diffusion

a) Die Formel fiir die Warmeleitfahigkeit des
biniaren Gemischs, wie sie sich nach I (11.4) aus den
Ai.1p (6.4), (6.5) und den entsprechend berechne-
ten A;.¢; zusammensetzt, ist zu umfangreich, als daf}
wir sie hier ausschreiben wollen. Wir begniigen uns
daher mit der Warmeleitfahigkeit des einfachen Ga-
ses. Aus den GIn. I (13.3) folgt fir i=1 und y;=1:

Ay:10=15/(4 a1;1010) 5 (8.1)
und As.0= 9/(4ag0101) - (8.2)
Das heil3t:
Ay;10= pr- l/l2n—ﬂ B 175 ‘S:—+17K~I); (8.3)
wnd 1 3 (1+K)
Azi0= V2np & 1+2K+2K (B4)

Beide GroBen sind im Bereich 0 < K < 2/3 un-
gefdhr gleich grof}, Translation und Rotation sind
also etwa gleich stark am Wirmetransport beteiligt.
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Fir die Warmeleitfahigkeit selbst ergibt sich nach

I (11.4)
I= k . 9 (14+K)? (374101 K+50 K?)
" @#12ap 16 12+75K+126K2+102K°
(8.5)

Astare = (75/64) [k/ (2 V2R B)],

also mit

der Warmeleitfahigkeit des einfachen Gases aus
starren Kugeln:
Aravh _ 12 (14+K)2 (374101 K+50 K?)

Astarr 26 12+475K+126 K2+102 K3 ° (8.6]
i
15
4
3t
S12 ]
el
10

o1 02 0 04 05 06 07

K—

Abb. 2. Wirmeleitfdhigkeit der rauhen Kugeln, verglichen
mit der von starren Kugeln. Kurve I nach Piopuck, Gl. (8.7) ;
Kurve II nach Gl. (8.6).

(Vgl. Popuck:

Araun _ 12 (1+K)* (37+151 K+50 K?) ) (8.7)
Astarr 20 12+4+75K+101K2+102K% /) '

Es bleibt noch ein Wort zu sagen iiber den Zu-
sammenhang der Warmeleitfahigkeit, wie sie aus
I (13.3) folgt, mit der von Pmpuck* fiir das ein-
fache Gas aus rauhen Kugeln berechneten [vgl.
(8.7)].

Fir das einfache Gas liefert I (12.10) (etwa
7i=1, 7;=0 fiir i+ 1)

Z a1;rpsq A1;50=3 (3 0,500+ $0r09,1)
5q

wobei abgekiirzt ist

LA 7
@1rpsg T P1rpsg =01;rpsq
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(bedeutet das Matrixelement des einfachen Gases der
Komponente 1).

Wir schreiben diese Reihe an fiir die beiden Falle
p=0,r=1 bzw. p=1, r=0. Brechen wir bei s=1,
g=1 ab, so entsteht, wegen @a;.1000=0, nach
1(12.16)

a1;1010 A1:10 + a1 1001 101 = 15/4;

a1;0110 A1;10 +a1;0101 Ay 00 =9/4 .

Diese Gleichungen unterscheiden sich von I (13.3),
angeschrieben fiir den Fall des einfachen Gases,
durch die zusatzlichen Nicht-Diagonalglieder

a1;1001 Al;Ol und ai1;0110 A1;10-

Sie sind aber noch so einfach, dal Pmpuck diese
Nicht-Diagonalglieder beibehilt und aus den so be-
rechneten A;.19, Aj.o; die Warmeleitfahigkeit be-
stimmt. Die beiden Ergebnisse unterscheiden sich
nur um einen Faktor, der je nach dem Tragheits-
moment schwankt zwischen 0,75 und 1. Eine viel
groBere Genauigkeit 1a3t aber dieses im Grunde
unphysikalische Modell der rauhen Kugeln ohnehin
nicht erwarten. In Abb. 1 ist die Warmeleitfahigkeit
in Abhingigkeit von K =4 6/ (m d?) aufgetragen.

b) Fiir die Diffusion folgt sofort nach I (11.2)

1 3 K;+K,+2K, K
D, 2) = .90 KyTRe 18 (8.
( ) 2V2ap 8n K,+K,+4K, K, (8.8)

in voller Ubereinstimmung mit dem Ergebnis von
CrapmaN und Cowrine fiir den Fall gleicher Massen
(siehe Anm. 5, S. 214).

Aufrichtigen Dank bin ich Herrn Prof. Dr. Lupwie
Wavromany schuldig fiir die Anregung dieser Arbeit und
die zahlreichen Diskussionen, in denen er durch niitz-
liche Hinweise und fruchtbare Kritik ihr Zustande-
kommen geférdert hat.



